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   ТЕКСТ ЛЕКЦІЇ

 

5.1. Поняття, вигляд  та загальна умова стійкості 

 

Однією з найважливіших характеристик автоматичної системи керу-

вання є стійкість. Цим поняттям характеризується працездатність системи. 

Система, що не володіє стійкістю, не здатна виконувати функції керування і 

має нульову або навіть негативну ефективність (тобто система шкідлива). 

Нестійка система може привести керований об'єкт до аварійного стану. Тому 

проблема стійкості систем є однією із центральних у теорії автоматичного 

керування.  

Стійкість автоматичної системи - це властивість системи повертати-

ся у вихідний стан рівноваги після припинення дії, яка вивела систему з цьо-

го стану.  

Нестійкість автоматичних систем керування виникає, як правило, через 

дуже сильну дію зворотного зв'язку. Причиною динамічної нестійкості зви-

чайно є значна инерційність елементів замкнутого контуру, через яку в ре-

жимі коливань системи сигнал зворотного зв'язку значно відстає від вхідного 

сигналу і виявляється з ним у фазі. Це означає, що зв'язок, виконаний конс-

труктивно як негативний, проявляється як позитивний. 

Розглянемо математичну сутність стійкості й нестійкості. Відповідно 

до даного вище фізичного визначення стійкість залежить тільки від характе-

ру вільного руху системи. Вільний рух лінійної або лінеаризованої системи 

описується однорідним диференціальним рівнянням 

( ) ( 1)
0 1( ) ( ) ( ) 0n n

na y t a y t a y t−+ + + =K ,                       (5.1) 

де с( ) ( )y t y t= - вільна складова керованої величини системи. 

Змушена складова вихідної величини, що залежить від вигляду зовніш-

нього впливу і правої частини диференціального рівняння, на стійкість сис-

теми не впливає. 



 

Система є стійкою, якщо вільна складова с ( )y t  перехідного процесу з 

часом прагне до нуля, тобто якщо 

 сlim ( ) 0
t

y t
→∞

= .                                                (5.2) 

Очевидно, що при цьому вихідна величина системи буде прагнути до 

змушеної складової, обумовленої зовнішнім впливом і правою частиною рів-

няння (5.1). Стійкість у змісті умови (5.2) прийнято називати асимптотич-

ною. 

Якщо вільна складова необмежено зростає, тобто якщо 

сlim ( )
t

y t
→∞

= ∞ .                                                (5.3) 

то система нестійка. 

Нарешті, якщо вільна складова не прагне ні до нуля, ні до нескінченно-

сті, то система перебуває на межі стійкості. 

Знайдемо загальну умову, при якій система, описувана рівнянням (5.1), 

стійка. Рішення рівняння (5.1) дорівнює сумі 

с
1 1

( ) ( ) i

n n
p t

i i i
i i

y t C y t Ce
= =

= =∑ ∑ ,                        (5.4) 

де iC  - постійні, залежні від початкових умов; ip - корені характеристично-

го рівняння 

1
0 1 0n n

na p a p a−+ + + =K .                              (5.5) 

Корені характеристичного рівняння можуть бути дійсними ( i ip α=  ), 

мнимими ( i ip jβ=  ) і  комплексними ( i i ip jα β= ±  ). При цьому комплек-

сні корені завжди попарно сполучені між собою: якщо є корінь з позитивною 

мнимою частиною, то обов'язково існує корінь з такою же за модулем, але 

негативною мнимою частиною. 

Складова (5.4) при t → ∞  прагне до нуля лише в тому випадку, якщо 

кожен додаток вигляду 0ip t
iC e → .  Характер останньої функції залежить 

від вигляду кореня. Розглянемо всі можливі випадки розташування коренів 



 

ip  на комплексній площині (рис. 5.1) і відповідні їм функ-

ції с, ( ) ip t
i iy t C e= , які показані всередині еліпсів. 

 

Рис. 5.1 - Вплив коренів характеристичного рівняння системи на скла-

дові її вільного руху 

 

Кожному дійсному кореню i ip α=  в рішенні (5.4) відповідає додаток 

вигляду: 

           с , ( ) i t
i iy t C eα=                                               (5.6) 

Якщо 0iα <  (корінь 1p ), то функція (5.6) при t → ∞  прагне до нуля. 

Якщо 0iα >  (корінь 3p ), то функція (5.6) необмежено зростає. Якщо 0iα =  

(корінь 2p ), то ця функція залишається постійною. 

Кожній  парі сполучених  комплексних  коренів , 1i i i ip jα β+ = ±  у   

рішенні (5.4) відповідають два додатки, які можуть бути об'єднані в один: 

с , , 1( ) s in ( )i
i i i i i

ty t A teα β ϕ+ = + .                      (5.7) 

Функція (5.7) являє собою синусоїду із частотою iβ  і амплітудою, що 

змінюється в часі за експонентою. Якщо дійсна частина двох комплексних 

коренів iα  (див. рис. 5.1, корені 4p  і 5p ), то коливальна складова (5.7) буде 



 

загасати. Якщо 0iα >  (корені 8p  і 9p ), то амплітуда коливань буде необ-

межено зростати. Нарешті, якщо 0iα =  (корені 6p  і 7p ), тобто якщо обоє 

сполучених коренів - мнимі, то с, ( )iy t  являє собою незатухаючу синусоїду з 

частотою iβ . Якщо серед коренів характеристичного рівняння (5.5) є r  рів-

них між собою коренів ip , то в рішенні (5.4) замість r  додатків вигляду 

ip t
iC e  з'явиться одна складова: 

( )2 1
0 1 2 1

ip tr
rC C t C t C t e−

−+ + + +K .                   (5.8) 

З огляду на те, що функція вигляду bte−  при кожному b  убуває швид-

ше, ніж зростають додатки вигляду rt , можна довести, що і у випадку крат-

ності коренів рішення (5.4)  прагнутиме до нуля тільки при від’ємності дійс-

ної частини кратних коренів. 

На підставі проведеного аналізу можна сформулювати загальну умова 

стійкості: для стійкості лінійної автоматичної системи керування необхід-

но і достатньо, щоб дійсні частини всіх коренів характеристичного рівнян-

ня системи були від’ємними. При цьому дійсні корені розглядаються як 

окремий випадок комплексних, в яких мнима частина дорівнює нулю. Якщо 

хоча б один корінь має позитивну дійсну частину, то система буде нестійкою. 

Стійкість системи залежить тільки від вигляду коренів характеристич-

ного рівняння і не залежить від характеру зовнішніх впливів на систему. 

Стійкість є внутрішня властивість системи. 

Використовуючи геометричне подання коренів (5.5) на комплексній 

площині (див. мал. 5.1) у вигляді векторів або точок, можна дати друге фор-

мулювання загальної умови стійкості (еквівалентне основній): для стійкості 

лінійної системи необхідно і достатньо, щоб всі корені характеристичного 

рівняння перебували  в лівій напівплощині. 

Якщо хоча б один корінь перебуває у правій напівплощині, то система 

буде нестійкою. 



 

Мнима вісь j β  є межею стійкості в площині коренів. Якщо характери-

стичне рівняння має одну пару чисто мнимих коренів , 1i i ip jβ+ = ± , а всі ін-

ші корені перебувають у лівій напівплощині, то в системі встановлюються 

незатухаючі гармонійні коливання з круговою частотою iω β= . У цьому ви-

падку говорять, що система перебуває на коливальній межі стійкості. 

Точка 0β =  на мнимій осі відповідає так званому нульовому кореню. 

Якщо рівняння має один нульовий корінь, то система перебуває на аперіоди-

чній межі стійкості. Якщо таких коренів два, то система нестійка. 

Застосовуючи сформульовану вище умову для оцінки стійкості реаль-

них систем, не слід забувати, що лінійні рівняння типу (5.1), як правило, ви-

ходять у результаті спрощень і лінеаризації вихідних нелінійних рівнянь. Ви-

никає запитання: якою мірою оцінка стійкості за лінеаризованим рівнянням 

буде справедлива для реальної системи, чи не зроблять істотний вплив на ре-

зультат аналізу відкинуті при лінеаризації члени розкладання? Відповідь на 

нього була дана російським математиком А. М. Ляпуновим в 1892 р. у роботі 

«Загальна умова  стійкості руху». Він сформулював і довів наступну теорему: 

якщо характеристичне рівняння лінеаризованої системи має хоча б один ну-

льовий корінь або одну пари мнимих коренів, то судити про стійкість реаль-

ної системи за лінеаризованим рівнянням не можна.  

Відкинуті при лінеаризації малі члени можуть зробити систему стійкою 

або нестійкою,  тому стійкість реальної системи необхідно оцінювати по ви-

хідному нелінійному рівнянню. 

Таким чином, для судження про стійкість лінійної системи досить ви-

значити лише знаки дійсних частин коренів характеристичного рівняння. 

У теорії автоматичного керування розроблено ряд правил, за допомо-

гою яких можна судити про знаки коренів, не вирішуючи характеристичне 

рівняння і не знаходячи числові значення  самих коренів. Ці правила назива-

ються критеріями стійкості. 



 

 Найпростішим критерієм стійкості є умова позитивності коефіцієнтів 

характеристичного рівняння. Позитивність коефіцієнтів рівняння (5.5) є не-

обхідною (але не достатньою) умовою стійкості системи. Це означає, що ко-

ли всі коефіцієнти позитивні, то система може бути стійкою або нестійкою. 

Але якщо хоча б один коефіцієнт  негативний або дорівнює нулю, то система 

нестійка.  Критерії стійкості можуть бути алгебраїчними і частотними. Алге-

браїчні критерії встановлюють необхідні й достатні умови від’ємності коре-

нів у формі обмежень, що накладаються на певні комбінації коефіцієнтів ха-

рактеристичного рівняння. Частотні критерії визначають зв'язок між стійкі-

стю системи і формою частотних характеристик системи. 

При аналізі стійкості систем керування звичайно вирішують одне або 

кілька завдань:  

1) оцінюють, стійка чи ні система при заданих параметрах;  

2) визначають припустимий за умовою стійкості діапазон зміни деяких 

незаданих параметрів системи; 

3) з'ясовують, чи може система при заданій структурі бути в принципі 

стійкою. 

 

5.2. Алгебраїчні критерії стійкості 

 

Найпоширенішим в інженерній практиці є критерій Гурвіца. Він був 

сформульований і доведений в 1895 р. німецьким математиком А. Гурвіцом, 

який розробив свій критерій, вирішуючи чисто математичне завдання - за-

вдання дослідження стійкості рішень лінійного диференціального рівняння. 

Стосовно до завдань теорії керування критерій Гурвіца можна сформулювати 

так: система, описувана характеристичним рівнянням 

01
10 =+++ −

n
nn apapa K                               (5.9) 

стійка, якщо при  0 0a >  позитивні всі визначники Гурвіца 1 2, , , n∆ ∆ ∆K  . 

Ці визначники складають за наступними правилами: 



 

1) по головній діагоналі виписують всі коефіцієнти від 1a  до na  в по-

рядку зростання індексу; 

2) доповнюють стовпці визначника нагору від діагоналі коефіцієнтами 

з послідовно зростаючими, а вниз – з послідовно убутними індексами; 

3) на місце коефіцієнтів, індекси яких більше n і менше 0, ставлять ну-

лі. 

Відповідно до цих правил, визначник Гурвіца n -го порядку для рів-

няння (5.9) має вигляд 

         

1 3 5

0 2 4

1 3

0

0

0 0

0 0 0

n

n

a a a

a a a

a a

a

∆ =

�

K

K

K

M M M M M

K

                          (5.10) 

Визначники Гурвіца більш низького порядку є діагональними мінорами 

n∆ . Наприклад, при n = 3 

31

20

31

3

0

0

0

aa

aa

aa

=∆
;       

20

31
2 aa

aa
=∆

;      1 1a∆ = . 

Оскільки в останньому стовпці визначника n∆  стоять нулі, за винятком 

na , то 1n n na −∆ = ∆ . 

 

Приклад 5.1. САК описується рівнянням другого порядку, характерис-

тичне рівняння якого має вигляд: 2
0 1 2 0a p a p a+ + =  .  

Визначити умову стійкості САК за Гурвіцом. 

Вирішення. 

 Складемо відповідно до (5.10) головний визначник Гурвіца: 



 

20

1
2

0

aa

a
=∆

, 

Тоді умови стійкості системи запишуться у вигляді 

2 2 1 2 1 0a a a∆ = ∆ = > ; 1 1 0a∆ = > ; 0 0a > . 

Оскільки 1 0a > , то для виконання умови  2 0∆ > , коефіцієнт 2a  та-

кож повинен бути більше нуля. Таким чином, для стійкості системи другого 

порядку необхідно й достатньо, щоб всі коефіцієнти характеристичного рів-

няння були позитивними. 

***  

Приклад 5.2. САК описується рівнянням третього порядку, характери-

стичне рівняння якого має вигляд: 3 2
0 1 2 3 0a p a p a p a+ + + = .  

Визначити умову стійкості САК за Гурвіцом. 

Вирішення. 

 Складемо головний визначник Гурвіца: 

23

31

20

31

3

0

0

0

∆==∆ a

aa

aa

aa

. 

Тоді  для стійкої системи маємо: 

3 3 2 0a∆ = ∆ > ; 2 1 2 0 3 0a a a a∆ = − > ; 1 1 0a∆ = > ; 0 0a > . 

Аналіз наведених нерівностей показує, що для виконання умови пози-

тивності всіх визначників Гурвіца, всі коефіцієнти рівняння повинні бути та-

кож позитивні, але, крім того, мусить виконуватися нерівність: 1 2 0 3a a a a> . 

***  

Таким чином, умова позитивності коефіцієнтів є необхідною, але не 

достатньою умовою стійкості розглянутої системи. Це твердження залиша-

ється справедливим для всіх систем при порядку диференціального рівняння 

вище третього ( 3n >  ). 



 

Приклад 5.3. Структурна схема САК має вигляд, поданий на рис. 5.2. 

 

Рис. 5.2 – Структурна схема САК 

Тут передаточні функції елементів: 
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Визначити  діапазон значень коефіцієнта передачі керуючого пристрою 

рk , що  задовольняють вимогам стійкості системи. 

Вирішення. 

Визначимо передаточну функцію замкнутої системи по каналу зY → ∆ : 
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Тоді характеристичне рівняння системи набуде вигляд  

3 2
0 1 2 3 0a p a p a p a+ + + = , 

де:  2
0 о 0,01a T= = ; 1 о2 0,09a Tξ= = ; 2 1a = ; 3 р0,26a k= . 

Відповідно до критерію Гурвіца для стійкої системи третього порядку 

повинна виконуватися нерівність 1 2 0 3a a a a>  (див. приклад 5.2).  

Маємо: 

1 2 р 0 30,09 1 0,01 0,26a a k a a= ⋅ > ⋅ = . 

Звідки 

р0 34,62k< < . 

 



 
 

* * * 

5.3. Частотні критерії стійкості 

 

Частотні критерії стійкості дозволяють судити про стійкість САК за ви-

глядом їхніх частотних характеристик. Ці критерії є графоаналітичними і 

мають велике поширення, тому що  дозволяють досить легко досліджувати 

стійкість систем високих порядків, а також мають просту геометричну інтер-

претацію. До цієї групи відносяться критерії Михайлова і Найквicта. 

Перейдемо до їхнього розгляду. 

 

5.3.1. Критерій Михайлова 

 

Цей критерій був сформульований в 1938 р. російським ученим А.В. 

Михайловим  Він дозволяє  судити про стійкість САУ довільної структури на 

підставі розгляду деякої геометричної фігури – годографа Михайлова. В ос-

нову критерію Михайлова покладений принцип аргументу - добуток комплек-

сних чисел має аргумент, що дорівнює сумі аргументів всіх його співмножни-

ків. 

 Наведемо доказ цього критерію. 

 Нехай характеристичне рівняння системи має вигляд 

1
0 1( ) 0n n

nA p a p a p a−= + + + =K ,                           (5.11) 

 Відповідно до теореми Безу характеристичний поліном  ( )A p  можна 

подати у вигляді 

0 1 2( ) ( ) ( ) ( )nA p a p p p p p p= − ⋅ − −K ,                      (5.12) 

де i i ip jα β= +  - корінь рівняння ( ) 0A p = . 

 На  комплексній площині кожен корінь зображується вектором ip , про-

веденим з початку координат до точки ip  (див. рис. 5.3), модуль якого рівня-

ється 2 2
i i iα β= +p  а аргумент - Arg arctg( )i i iβ α=p . 



 

 

Рис. 5.3 

 Тоді кожна дужка ( )ip p−  в (5.12) геометрично може бути зображена  

вектором, проведеним з точки з координатами  [ ; ]i iα β  до довільної точки з 

координатами  [Re( ); Im( )]p p  (див. мал. 5.3).  

 Якщо покласти p jω= , то одержимо: 

0 1 2( ) ( ) ( ) ( )nj a j p j p j pω ω ω ω= − ⋅ − − =A K  

)()()()( 10
1

10 ωωωω jAAajaja n
nn +=+++= − K  ,           (5.13) 

де 

2 4
0 2 4( ) Re ( ) n n nA j a a aω ω ω ω− −= = − + −A K  ;                                                                

3 5
1 1 3 5( ) Im ( ) n n nA j a a aω ω ω ω ω− − −= = − + −A K.                                                              

 Вершини  векторів ( )ijω - p  при будь-якому конкретному значенні ω  

сходяться у точці [0; ]jω .  

 Аргумент результуючого вектора ( )jωA , виходячи з (5.13),  дорівнює 

сумі аргументів  векторів ( )ijω - p , тобто 

1 2Arg ( ) Arg ( ) Arg ( ) Arg ( )njω = + + +A jω - p jω - p jω - pK . 

При зміні частоти ω  вектор ( )jωA , змінюючись за величиною і на-

прямком, буде описувати своїм кінцем на комплексній площині деяку криву, 

що називається кривою або годографом Михайлова. 



 

Умовимося обертання проти годинникової стрілки вважати позитив-

ним. Тоді при зміні ω  від ∞−  до ∞+  кожен елементарний вектор в (5.13) по-

вернеться на кут π , якщо його початок (корінь ip ) розташований ліворуч від 

мнимої осі, і на кут π− , якщо корінь розташований праворуч. 

Припустимо, що ( )A p  має m  правих корінь і )( mn −  - лівих. Тоді, при 

зміні ω  від ∞−  до ∞+  збільшення аргументу вектора ( )jωA  буде: 

Arg ( ) ( ) ( 2 )j n m m n m
ω

ω
ω π π π

=+∞

=−∞
∆ = − − = −A .                (5.14) 

 Звідси число правих корінь полінома ( )A p  може бути визначене у ви-

гляді: 

Arg ( )

2

n j
m

ω

ω
π ω

=+∞

=−∞
− ∆

= A
.                                (5.15) 

 З (5.15) вигдно, що число правих корінь системи m дорівнює нулю 

тільки у випадку, якщо 

Arg ( )j n
ω

ω
ω π

=+∞

=−∞
∆ =A .                                    (5.16) 

З рівняння (5.13) видно, що Im ( )jωA  є непарною функцією частоти, а  

Re ( )jωA  - парною.  Отже годограф вектора ( )jωA  складається із двох ві-

ток, симетричних щодо дійсної осі. Ця властивість годографа дозволяє обме-

житися зміною частоти тільки в межах від  0  до ∞+ . 

Тоді умову (5.16) можна записати у вигляді 

0
Arg ( )

2

т
j

ω

ω
πω

=+∞

=
∆ =A .                                      (5.17) 

 Умова (5.17) є необхідною, але не достатньою умовою стійкості. Для 

стійкості системи необхідно і достатньо, щоб серед коренів характеристично-

го рівняння не було коренів, що лежать на мнимій осі і приводять у нуль 

комплексний поліном ( )jωA , тобто повинна виконуватися ще одна умова: 

( ) 0jω ≠A .                                                  (5.18) 

Для стійких систем крива Михайлова починається при 0=ω  на речо-



 
 

винній позитивній півосі, оскільки при 00 >a  всі коефіцієнти характеристи-

чного рівняння позитивні і 0)0( >= naA . Крім того, для стійких систем 

Arg ( )jωA  з ростом частоти ω  повинен зростати монотонно, тобто вектор 

( )jωA  повинен повертатися тільки проти годинникової стрілки. Це обумов-

люється тим, що з ростом частоти монотонно зростають  аргументи елемен-

тарних векторів ( )ijω - p , що є додатками Arg ( )jωA . 

З огляду на сказане вище, критерій стійкості Михайлова можна сфор-

мулювати так: для того, щоб САК була стійка, необхідно і достатньо, щоб 

годограф Михайлова при зміні частоти ω  від  0  до ∞ , починався при 0=ω  

на речовинній позитивній півосі і обходив проти годинникової стрілки послі-

довно n  квадрантів координатної площини, де n  - порядок характеристич-

ного рівняння, не обертаючись при цьому в нуль. 

Годографи кривої Михайлова при зміні ω  від 0 до ∞ для стійких сис-

тем при різних значеннях n  наведені на рис. 5.4. 

 

Рис. 5.4 - Годографи кривої Михайлова при зміні ω  від 0 до ∞ для стій-

ких систем 

 

Розташування годографів на комплексній площині для різних нестій-

ких систем ілюструється рис.5.5.  



 
 

 

Рис. 5.4 - Годографи кривої Михайлова при зміні ω  від 0 до ∞ для не-

стійких систем 

 

5.3.2. Критерій Найквicта  

 

Цей критерій сформульований в 1932 р. американським фізиком Найк-

вістом. На відміну від  раніше розглянутих критеріїв, які засновані на вико-

ристанні характеристичного рівняння системи, критерій Найквicта дозволяє 

судити про стійкість замкнутої системи за АФЧХ  її розімкнутого контура.  

Розглянемо замкнуту САК з негативним зворотним зв'язком, представ-

лену на рис. 5.6. 

 

Рис. 5.6 

Тут: п ( )B jω , п ( )A jω  - поліноми чисельника і знаменника частотної 

передатної функції прямого ланцюга; ос( )B jω , ос( )A jω - те ж для ланцюга 

зворотного зв'язку. 

Визначимо частотну передаточну функцію розімкнутого контуру 

рк ( )W jω : 
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Визначимо також частотну передаточну функцію замкнутої САК: 

п
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Розглянемо допоміжну функцію: 

рк
( ) ( ) ( ) ( )

( ) 1 ( ) 1
( ) ( ) ( )

B j A j B j D j
j W j

A j A j A j

ω ω ω ωω ω
ω ω ω

+Ψ = + = + = =
�

 

З порівняння останнього співвідношення з попередніми двома слідує, 

що ( )D jω  - це рівняння кривої Михайлова для замкнутої системи, а )( ωjA  

- те ж, для розімкнутої системи. 

Оскільки в реальних системах ступінь n  полінома )( ωjB  не переви-

щує ступеня полінома )( ωjA , то ступені поліномів ( )D jω  і )( ωjA  одна-

кові й рівні n . 

З'ясуємо, як змінюється кут повороту вектора ( )jωΨ  при зміні ω  від  

0  до ∞ .  

Відповідно до правила розподілу комплексних чисел цей кут визнача-

ється виразом 

0 0 0
Arg ( ) Arg ( ) Arg ( )j D j A j

ω ω ω

ω ω ω
ω ω ω

=+∞ =+∞ =+∞

= = =
∆ Ψ = ∆ − ∆   .       (5.19) 

Умова стійкості замкнутої системи відповідно до критерію Михайлова 

виражається співвідношенням: 

0
Arg ( )

2

n
D j

ω

ω
πω

=+∞

=
∆ = .                                         (5.20) 

 У розімкнутому стані система може бути і нестійкою. Тому приймемо, 

що характеристичне рівняння розімкнутої системи  ( ) 0A p =  має m  правих 

коренів. 

 Тоді 



 

0

( 2 )
Arg ( )

2

n m
A j

ω

ω
πω

=+∞

=

−∆ = .                                (5.21) 

Підставимо (5.20) і (5.21) в (5.19): 

0

( 2 )
Arg ( )

2 2

n n m
j m

ω

ω
π πω π

=+∞

=

−∆ Ψ = − = �
            (5.22) 

Вираз (5.22) позначає відсутність правих корінь характеристичного рі-

вняння замкнутої системи, тому є необхідною і достатньою умовою стійкості 

замкнутої системи. 

Годограф вектора ( )jωΨ  представлений на рис. 5.7, а. 

 

                                       а)                                                   б) 

Рис. 5.7 

 

Якщо змістити вісь ординат вправо на +1, то початок координат у но-

вій системі співпаде з початком вектора рк ( )W jω , а початок у старій систе-

мі співпаде із точкою [ 1−  ; 0j  ] (мал. 5.7, б). 

Тоді критерій Найквicта можна сформулювати у такому вигляді: за-

мкнута система буде стійкою, якщо АФЧХ розімкнутої системи, що має m 

правих коренів, при збільшенні ω  від  0  до ∞  охопить точку [ 1−  ; 0j  ] 2/m  

раз у позитивному напрямку. 

У випадку, якщо 0=m , тобто розімкнута система стійка, критерій 

Найквicта формулюється в більш простому вигляді: якщо розімкнута систе-

ма стійка, то для забезпечення її стійкості в замкнутому стані необхідно і 



 

достатньо, щоб АФЧХ розімкнутої системи не охоплювала точку  [ 1−  ; 0j  ]. 

Критерію Найквicта при  0=m  можна дати наочну фізичну інтерпре-

тацію. Припустимо, що на вході системи діє гармонійний сигнал  

з з,max( ) siny t y tω= , частота якого ω  дорівнює частоті πω , при якій фа-

зове зміщення, створюване рк ( )W jω , дорівнює  π− . 

У цьому разі сигнал зворотного негативного зв'язку діє у фазі із сигна-

лом з ( )y t  і миттєві значення цих сигналів  підсумовуються. 

Якщо на частоті πω ω=  модуль  рк ( ) 1W j πω = , то в контурі системи 

будуть підтримуватися незатухаючі коливання навіть після зникнення зовні-

шнього впливу з ( )y t , тобто система  перебуватиме на межі стійкості. Харак-

теристика рк ( )W jω  при цьому проходить через точку [ 1−  ; 0j  ]. 

Якщо на частоті πω ω=  модуль  рк ( ) 1W j πω < , то після зникнення 

зовнішнього впливу коливання в контурі загаснуть, тобто система буде стій-

кої і характеристика р( )W jω  не охоплює точку [ 1−  ; 0j  ]. 

Якщо ж при πω ω=  модуль  рк ( ) 1W j πω > , то амплітуда сигналів у 

контурі буде необмежено зростати, тобто система буде нестійкою. Характе-

ристика рк ( )W jω  в цьому випадку охоплює точку [ 1−  ; 0j  ]. 

Таким чином, особлива роль точки [ 1−  ; 0j  ] полягає в тім, що вона ві-

дповідає перетворенню негативного зворотного зв'язку в позитивний, і по-

друге, є граничною між режимами посилення і ослаблення сигналів систе-

мою з  рк ( )W jω . 

 

Приклад 5.4. Використаємо критерій Найквicта для визначення стійко-

сті САК різної конфігурації. 

 



 

Вирішення. 

1. Нехай розімкнута система складається з двох аперіодичних ланок 

першого порядку. Тоді частотну передаточну функцію системи можна пода-

ти у вигляді 

р1
1 2

( )
( 1)( 1)

k
W j

T j T j
ω

ω ω
=

+ +
. 

Якщо 1 0T = , то АФЧХ має вигляд, показаний на мал. 5.8, а, якщо ж 

1 0T ≠ , то АФЧХ має вигляд, показаний на рис. 5.8, б. 

 

Рис. 5.8 

Оскільки АФЧХ розімкнутої системи з частотною функцією р1( )W jω  

при будь-яких  1T  і 2T  не перетинає негативну піввісь абсцис, то ця система 

завжди стійка.  

2. Нехай частотна передаточна функція розімкнутої системи визнача-

ється виразом вигляду 



 

р2
1 2 3

( )
( 1)( 1)( 1)

k
W j

T j T j T j
ω

ω ω ω
=

+ + + �

 

Годограф вектора р2( )W jω , представлений на рис. 5.8 в,  при певних 

значеннях параметрів може охопити точку [ 1−  ; 0j  ].  При цьому система 

втратить стійкість.  

      3. Якщо послідовно з інерційними ланками включити інтегруючу 

ланку з частотною характеристикою и и( ) ( )W j k jω ω= , то множення вектора 

АФЧХ, представленого, наприклад, частотною функцією р2( )W jω , на вектор 

и и( ) ( )W j j kω ω= −  з аргументом, рівним 2/π− , означає поворот всіх векторів 

р2( )W jω  на кут –π/2 з одночасним поділом на ω (мал. 5.8, г). Таким чином, 

АФЧХ наближається до точки  [ 1−  ; 0j  ]  й, отже, включення інтегруючої 

ланки в розімкнутий ланцюг системи зменшує ступінь її стійкості і збільшує 

схильність системи до коливань. 

***  

 

5.3.3. Визначення стійкості за логарифмічними частотними харак-

теристиками 

Критерій Найквicта дозволяє з'ясувати стійкість замкнутої системи не 

тільки по АФЧХ, але і по ЛФЧХ розімкнутої системи. Цю можливість вико-

ристовують досить широко через простоту побудови таких характеристик. 

Умова знаходження замкнутої системи на межі стійкості відповідно до 

критерію Найквicта виражається співвідношеннями: 

рк

рк

( ) 1;

( ) Arg ( )

W j

W j

πω

ϕ ω ω π

 =


= = − �

                                  (5.23) 

Звідки виходить наступний різновид  формулювання цього критерію:  

якщо розімкнута система стійка, то для забезпечення її стійкості в за-

мкнутому стані необхідно й достатньо, щоб при досягненні ФЧХ розімкну-

тої системи значення π− , ЛАЧХ цієї ж системи була негативною. 



 

Приклад. 5.5. Частотні логарифмічні характеристики трьох різних сис-

тем у розімкнутому стані представлені на рис.5.9. 

 Визначити стійкість цих систем у замкнутому стані. 

 

                                                  Рис. 5.9 

Вирішення.  

Виходячи із знаку ЛАЧХ при πω ω=  робимо висновок, що система 1 є 

стійкою, 2 – перебуває на межі стійкості, а 3 – нестійка. 

***  

Якщо ЛФЧХ має кілька точок перетинання з рівнем π−  до частоти 

сω , то для стійкості замкнутої системи  потрібно, щоб число цих перетинань 

було парним (див. рис. 5.10). 



 

 

Рис. 5.10 

 

5.4. Порівняльна оцінка критеріїв стійкості 

 

З погляду практичного використання розглянуті критерії не є рівноцін-

ними. Критерії Найквicта і Михайлова застосовуються, головним чином, у 

тих випадках, коли рівняння складових ланок відомі не всі, але можна одер-

жати їх експериментальні частотні характеристики. Цими критеріями можна 

користуватися також  при теоретичних розрахунках. Обчислення АФЧХ для 

критерію Найквicта складніше, ніж обчислення кривої Михайлова, Крім того, 

розташування АФЧХ ще не дає прямої відповіді на запитання, стійка або не-

стійка система, а вимагає додаткових досліджень, зокрема, з'ясування факту 

стійкості в розімкнутому стані. 

Критерій Михайлова є досить ефективним і застосовується для систем 

будь-якого порядку. 

Застосовуючи частотні критерії, характеристичні криві можна будувати 

поступово з урахуванням впливу кожної ланки, що надає цим критеріям нао-

чність і дозволяє успішно вирішувати завдання вибору параметрів системи з 

умов стійкості. 

Критерій Гурвіца дозволяє  одержати тільки якісні судження про хара-

ктер протікання процесу керування, тобто встановити, стійкий він або не-



 

стійкий. На запитання, як швидко процес загасає, він відповіді не дає. 

Крім того, критерій Гурвіца  можна застосовувати тільки в тих випад-

ках, коли задане рівняння системи в цілому, причому порядок цього рівняння 

невеликий. При 5n >  аналіз впливу коефіцієнтів на визначник Гурвіца різко 

ускладнюється.  

Оцінка впливу на стійкість параметрів тієї чи іншої ланки в цьому ви-

падку вимагає додаткових досліджень. 

 

5.5. Запаси стійкості 

 

Визначення факту стійкості за рівняннями першого наближення не дає 

повної впевненості в тому, що практично створена система буде стійкою при 

всіх можливих значеннях параметрів. Тому в ТАУ поступають так само, як у 

будь-якій іншій інженерній дисципліні - виконують розрахунки за наближе-

ними рівняннями з урахуванням поправочних коефіцієнтів (запасів стійкос-

ті). 

Необхідність введення запасів стійкості обгрунтовується наступними 

обставинами: 

1) при складанні вихідних рівнянь ураховують лише основні закони 

механіки, електротехніки, теплотехніки і відкидаються другорядні фактори; 

2)  вихідні рівняння лінеаризують; 

3)  конструктивні параметри, через які виражаються постійні часу і ко-

ефіцієнти передачі ланок, звичайно визначають з похибками як у теорії, так і 

при експерименті; 

4)  розрахунок ведуть при типових умовах. 

У дійсності потрібно врахувати статистичний характер зміни зовнішніх 

умов і розкид параметрів у різних зразків системи. 

Запас стійкості може бути виражений різними способами залежно від 

того, який критерій прийнято в основу розрахунку. 



 

При використанні критерію Найквicта запас стійкості можна оцінити за 

ступенем віддалення АФЧХ розімкнутої системи рк ( )W jω  від точки [ 1−  

; 0j ]. Це віддалення характеризується двома величинами: запасом стійкості 

за модулем і запасом стійкості за фазою. 

Запасом стійкості за  модулем при АФЧХ називають мінімальний від-

різок дійсної осі h , що характеризує відстань між критичною точкою і най-

ближчою  точкою  перетинання   годографа рк ( )W jω  з дійсною віссю (мал. 

5.11,а). 

У випадку клювоподібної АФЧХ  запас стійкості за модулем визнача-

ється величинами двох відрізків дійсної осі  - 1h  і 2h  між критичною точ-

кою [ 1−  ; 0j  ] і АФЧХ (рис. 5.11,б). 

Запасом стійкості за фазою називають мінімальний кут γ , утворений 

радіусом, що проходить через точку   перетинання   годографа рк ( )W jω  з  

околом  одиничного радіуса із центром в початку координат і негативною ча-

стиною дійсної осі.  



 

 

Рис. 5.11 

 

Щоб система мала необхідний запас стійкості при заданих величинах 

h  і γ , біля критичної точки [ 1−  ; 0j  ] зображують деяку заборонну область у 

вигляді сектора, обмеженого величинами h±  і γ± , в яку АФЧХ не повинна 

заходити (рис. 5.12). 



 

 

Рис. 5.12 

 

У випадку застосування для аналізу стійкості логарифмічних частотних 

характеристик запасу стійкості системи за модулем відповідають відрізки 

20lgi il h=  (див. рис. 5.13) при тому значенні частоти, при якому фазова ха-

рактеристика ( )ϕ ω π= − . 

 

Рис. 5.13- Запаси стійкості за логарифмічними частотними характеристиками 

 

Запасу  стійкості  системи   за  фазою  відповідає  значення кута, що 

представляє перевищення фазової характеристики над рівнем π−  при частоті 

зрізу сω . 

 



 

Приклад 5.6. Перевірити стійкість САК за допомогою критерію 

Найквicта при наступних параметрах об'єкта керування і І-регулятора: 

о 0,26k = , о 0,1T c= , 0,45ξ =  , и 20k = .  

Вирішення. 

Запишемо частотну функцію розімкнутого контура системи р ( )W jω  в 

алгебраїчному вигляді: 
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Отримана залежність дозволяє побудувати годограф р ( )W jω  (рис. 

5.13). 

 

Рис. 5.13 

 

Як видно з рисунка годограф р ( )W jω  не охоплює точку [ 1−  ; 0j  ], пе-

ретинаючи вісь абсцис у точці  [0,58; 0j  ],  що свідчить про достатні запаси 

стійкості: 047γ =  і 4,76h дБ= . 

***  



 
 

5.6. Вплив величини передаточного коефіцієнта розімкнутого контуру 
САК на її стійкість у замкнутому стані 

 

Раніше вказувалося, що передаточну функцію розімкнутого контуру 

САК можна подати у вигляді 

*
рк

рк рк
,

( )( )
( )

( ) r

W sB s
W s k

A s s
= =  

де 
*
рк

0
lim ( ) 1
s

W s
→

= ;  r - кількість нульових коренів полінома )(sA . 

Замінивши s  на ωj , одержимо частотну передаточну функцію цього 

контуру: 

*
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W j
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ω
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З останнього співвідношення видно, що модуль вектора рк ( )W jω , а 

значить і його довжина пропорційні величині коефіцієнта ркk . Значення 

рк крk k= , при якому АФЧХ проходить через критичну точку [ 1−  ; 0j  ], на-

зивають граничним,  або критичним.  

 У більшості систем збільшення передатного коефіцієнта ркk  вище йо-

го критичного значення крk  приводить до порушення стійкості, а його змен-

шення нижче критичного значення - до стабілізації системи. У системах із 

клювоподібними характеристиками при збільшенні передатного коефіцієнта 

вище його критичного значення система може перетворитися з нестійкої   в   

стійку,   а  при   зменшенні - зі стійкої   в  нестійку. 

Значення крk , у свою чергу, визначається іншими параметрами систе-

ми. Розглянемо, наприклад, статичну систему, що складається з трьох апері-

одичних ланок 1-го порядку з передатними коефіцієнтами 1k , 2k , 3k  і пос-

тійними часу 1T , 2T , 3T .  



 

Характеристичне рівняння цієї системи в замкнутому стані має вигляд 

1 2 3 1 2 3(1 )(1 )(1 ) 0T p T p T p k k k+ + + + = . 

Після перетворень одержимо: 

3 2
0 1 2 3 0a p a p a p a+ + + = , 

де 3210 TTTa = ; 3231211 TTTTTTa ++= ; 3212 TTTa ++= ; kkkka +=+= 11 3213 . 

 Відповідно до критерію Гурвіца система перебуватиме на межі стійко-

сті при  030212 =−=∆ aaaa . 

 Вирішивши це рівняння відносно крk k= , остаточно одержимо: 

3 31 1 2 2
кр

2 3 1 3 1 2
2

T TT T T T
k

T T T T T T
= + + + + + +

�

 

З останнього виразу видно, що величина крk  тим більша, чим більша 

різниця між двома найбільш відмінними постійними часу. 

Наведене правило справедливе для систем будь-якого порядку і може 

бути сформульоване в загальному випадку у вигляді: граничне значення пе-

редатного коефіцієнта розімкнутого контуру системи залежить від спів-

відношення постійних часу окремих ланок і не залежить від їхніх абсолют-

них значень. 
 

Контрольні питання 
 

1. Поясніть поняття "стійкість САК". 

2. Що значить "стійкість у малому" і "стійкість у великому"? 

3. Чому при дослідженні стійкості САК досить знати тільки однорідне 

дифференційне рівняння? 

4. У чому полягають недоліки аналізу стійкості за  коренями характе-

ристичного рівняння? 

5. Перелічіть критерії стійкості і укажіть їхні особливості. 

6. Що таке годограф Михайлова? 

7. Що таке граничний передаточний коефіцієнт? 

8. Як зв'язане розташування коренів характеристичного рівняння зі 

стійкістю системи? 


