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Текст лекції 

1. Поняття функції багатьох змінних. 

При вивченні багатьох процесів доводиться зустрічатися з функціями 

двох і більше незалежних змінних. Функції багатьох змінних будемо вивчати, 

спираючись на функції двох незалежних змінних. 

Нехай задані три непорожні числові множини  xX = ,  yY = ,  zZ = . 

Визначення. Якщо парі  чисел Dyx )   , (  ставиться у відповідність за 

деяким законом чи правилом одне і тільки одне число z, то говорять, що задана 

функція і що z є функцією двох незалежних змінних  х  і  у. Пишуть: 

)   , ( yxfz = . 

Визначення. Множина пар  чисел )   , ( yx , при яких існує функція  

)   , ( yxfz = , називається областю визначення або областю існування цієї 

функції і позначається )( fD . 

Приклад 1. Знайти область визначення функції  yxz −= 2 . 

Розв’язання. Аналітичний вираз  yx −2   має сенс при будь-яких 

значеннях  х  і  у. Отже, областю визначення функції є вся площина  0ху. 

Приклад 2. Знайти область визначення функції  2 2 1 yxz −−= . 

Розв’язання.  Дана функція визначена при тих 

значеннях  х  і  у, для яких має місце нерівність   

01 2 2 −− yx ,  тобто  12 2 + yx . Цій нерівності 

задовольняє множина точок площини )   , ( yxM , що 

знаходяться усередині одиничного круга із центром в 

початку координат (рис. 1). 

 

Границя та неперервність функції багатьох 

змінних 

Визначення. Околом точки  ) ,( 0 0 0 yxM  

називається множина усіх точок площини )   , ( yx , які задовольняють нерівності 

ryyxx −+− 2 
0 

2 
0 )()( . Геометрично це множина точок, що лежать 

усередині круга радіуса  r із центром у точці ) ,( 0 0 0 yxM . Позначається )( 0Mr

. 

Нехай дана функція )   , ( yxfz = , визначена в деякій області  D площини  

0ху. Розглянемо деяку точку  ) ,( 0 0 0 yxM , яка знаходиться в області  D  або на 

її межі. 

Визначення. Число  А  називається границею функції  )   , ( yxf  при 

прямуванні точки ) ,( yxM  до точки  ) ,( 0 0 0 yxM , якщо для кожного як 

1 

у 

Рис. 1 

х 
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завгодно малого числа  0   знайдеться таке число  0r , що для всіх точок 

) ,( yxM , для яких виконується нерівність rMM   0 , має місце нерівність  

−  )   , (  Ayxf . 

Ayxf

yy
xx

=

→
→

)   , ( lim

0 

0 
  
  

. 

Нехай точка ) ,( 0 0 0 yxM  належить області визначення функції  

)   , ( yxf .  

Визначення. Функція )   , ( yxfz =  називається неперервною в точці  

) ,( 0 0 0 yxM , якщо виконується умова      ),()   , ( lim 0 0 

  
  

0 

0 

yxfyxf

yy
xx

=

→
→

. 

Визначення. Функція називається неперервною в області D , якщо вона 

неперервна в кожній точці цієї області. 

Визначення. Якщо в деякій точці ) ,( 0 0 yxN  має місце 

),()   , ( lim 0 0 

0   
0   

yxfyxf

yy
xx



→
→

, то точка ) ,( 0 0 yxN  називається точкою розриву 

функції )   , ( yxfz = . 

 

2. Частинні похідні. Мішані похідні. 

Розглянемо функцію  )   , ( yxfz = . 

Надамо незалежній змінній  х  приріст  x  , а y  залишимо без змін; тоді 

функція z отримає приріст, який називають частинним приростом функції z по 

змінній  х  і позначають через   

)   , ( )   ,  (  yxfyxxfzx −+= . 

Аналогічно, якщо  х  зберігає стале значення, а  у  одержує приріст  y  , 

то функція z отримає частинний приріст  z  по змінній у 

)   , ( )    , ( yxfyyxfz y −+= . 

Нарешті, якщо аргументу  х  надамо приріст x  , а аргументу  у  – y  , то 

отримаємо повний приріст функції  z 

)   , ( )    ,  (  yxfyyxxfz −++= . 

Визначення. Частинною похідною від функції )   , ( yxfz =  за змінною х 

називається границя відношення частинного приросту zx   до приросту  

аргументу x   при 0 → x , якщо ця границя існує і скінченна. 

x

yxfyxxf

x

z

x  

)   , ( )   ,  ( 
lim

 

 

0   

−+
=





→
. 

Аналогічно визначається 

y

yxfyyxf

y

z

y  

)   , ( )    , ( 
lim

 

 

0   

−+
=





→
. 

При обчислюванні частинних похідних справедливі теореми та формули 
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диференціювання функції однієї змінної. Під час обчислення частинної 

похідної по  х або по y   від функції )   , ( yxfz =  друга змінна вважається 

сталою.  

Приклад 3. Знайти частинні похідні функції  yxz sin2 = . 

Розв’язання. При обчисленні 
x

z

 

 




  множник ysin  виносимо за знак 

похідної як сталу величину. При обчисленні 
y

z

 

 




 множник  2 x  виносимо за 

знак похідної як сталу величину. Отже, 

 yx
x

z
sin2

 

 
=




,         yx

y

z
cos

 

 2 =



. 

Мішані похідні 

Нехай Dyxfz = )   , (  неперервна та диференційована функція. Тоді 
x

z

 

 




 та 

y

z

 

 




 називаються частинними похідними першого порядку. Якщо їх в свою 

чергу   можна   диференціювати,   то   існують   другі  похідні   і   т.д. Для  них  

можемо записати наступний ланцюжок похідних 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Похідні 
2 

2 

x

z




 та 

2 

2 

y

z




 називають прямими похідними по змінним. Похідні  

yx

z





 

2 

 та 
xy

z





 

2 

  називають мішаними похідними. Для функції двох незалежних 

змінних існують дві прямі та дві мішані похідні другого порядку. 

Приклад 4. Знайти частинні похідні другого порядку функції 

 

 

 

  

 

 

        

і т.д. 
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3 2 yyxz += . 

Розв’язання.       xy
x

z
2

 
=




,          2 2 3

 
yx

y

z
+=




,  

                       y
x

z
2

2 

2 

=



,         x

yx

z
2

 

2 

=



,                  y

y

z
6

2 

2 

=



. 

Теорема 1. Якщо функція  )   , ( yxfz =  є двічі диференційована і 

неперервна в області D , то в цій області мішані похідні другого порядку рівні 

між собою 

        
xy

z

yx

z




=





  

2 2 

. 

3. Екстремуми функції двох змінних. 

Визначення. Функція  )   , ( yxfz =  набуває максимального значення 

точці ) ,( 0 0 0 yxM , якщо у околі )( 0Mr  справедлива нерівність 

) ,() ,( 0 0 yxfyxf   )(),( fDyx  . 

Визначення. Функція  )   , ( yxfz =  набуває мінімального значення у 

точці ) ,( 0 0 0 yxM , якщо у околі )( 0Mr  справедлива нерівність 

) ,() ,( 0 0 yxfyxf   )(),( fDyx  . 

Визначення. Максимум і мінімум функції називаються екстремумами 

функції. 

Теорема 2 (необхідні умови існування екстремуму). Якщо функція 

)   , ( yxfz =  досягає екстремуму в точці  ) ,( 0 0 0 yxM , то частинні похідні 

першого порядку функції  z  в цій точці  обертаються в нуль або не існують. 

Визначення. Точки, у яких  частинні похідні першого порядку функції 

обертаються в нуль або не існують, називаються критичними точками функції  

)   , ( yxfz = .  

Отже, якщо функція досягає екстремуму, то це може трапитися лише в 

критичній точці. 

Теорема 3 (достатні умови існування екстремуму). Нехай у деякій області 

D , що містить точку ) ,( 0 0 0 yxM , функція  )   , ( yxf  має неперервні частинні 

похідні до другого порядку включно; нехай, крім того, точка ) ,( 0 0 0 yxM  є 

критичною точкою перших похідних функції )   , ( yxf , тобто 

0
 

) , (  0 0 =




x

yxf
,   0

 

) , (  0 0 =




y

yxf
. 

Тоді, якщо в точці ) ,( 0 0 0 yxM : 

1)  0 2 − str   і   0r , то  ) ,( 0 0 0 yxM  – точка максимуму, 

2)  0 2 − str   і   0r , то  ) ,( 0 0 0 yxM  – точка мінімуму, 

3)  0 2 − str   – екстремуму в точці   ) ,( 0 0 0 yxM   немає, 

4)  0 2 =− str   – потрібні додаткові дослідження, 
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де     
2 

0 0 
2 ) , (  

x

yxf
r




= ,      

yx

yxf
s




=

 

) , (  0 0 
2

,     
2 

0 0 
2 ) , (  

y

yxf
t




= . 

Приклад 5. Дослідити на екстремум функцію −++−= xyxyxz 32 2  

12 +− y . 

Розв’язання.  1)  Знаходимо критичні точки першої похідної 

32
 

  
+−=




yx

x

z
,     22

 

  
−+−=




yx

y

z
. 





=−+−

=+−

.022

,032

yx

yx
            









=

−=

.
3

1

,
3

4

y

x
 

2)  Знаходимо похідні другого порядку в критичній точці  







−

3

1
  ;

3

4
0M  і 

визначаємо характер екстремуму: 

2
 

2 

2

=



=

x

z
r ,      1

 

 2

−=



=

yx

z
s ,     2

 
2 

2

=



=

y

z
t . 

Отже, 







−

3

1
  ;

3

4
0M   –  точка мінімуму.      

3

4
min −=z . 

Приклад 6. Дослідити на екстремум функцію xyyxz 33 3 −+= . 

Розв’язання. 1)  Знаходимо критичні точки 

033
 

  2 =−=



yx

x

z
,     033

 

  2 =−=



xy

y

z
. 







=−

=−

.033

,033
2 

2 

xy

yx
           





==

==

) 0  ,0 (               .0        ,0

) 1  ,1 (                .1        ,1

2 2 

1 1 

 Byx

Ayx
 

2)  Знаходимо значення похідних другого порядку в критичних точках: 

x
x

z
6

 
2 

2

=



,      3

 

 2

−=




yx

z
,     y

y

z
6

 
2 

2

=



. 

6 
 

 
 

 
2 

2

 
=




=

A
A

x

z
r ,  3 

  

 
 

 

2

 
−=




=

A
A yx

z
s ,   6 

 

 
 

 
2 

2

 
=




=

A
A

y

z
t . 

Отже, в точці A  маємо 

0     ,0272 =− rsrt . Точка A  є точкою мінімуму. 

1min −=z . 

0 
 

 

 

2 

2

 
=




=

B

B x

z
r ,  3 

 

 
 

2

 
−=




=

 B

B yx

z
s ,   0 

 
 

 

2 

2

 
=




=

B

B y

z
t . 

092 −=− srt . 

Згідно достатньої умови, у точці  В  екстремуму немає. 
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Найбільше і найменше значення функції в замкненій області 

Теорема 4. Якщо в замкненій області D  функція ) ,( yxfz =  неперервна 

та двічі диференційована, то в ній вона набуває свого найбільшого z
D

sup  та 

найменшого z
D

inf  значення. 

Для того, щоб знайти найбільше і найменше значення функції в замкненій 

області, необхідно: 

1) знайти критичні точки, розташовані в даній області, і обчислити 

значення функції в цих точках; 

2) знайти найбільше і найменше значення функції на лініях, які 

утворюють границю області; 

3) із усіх знайдених значень вибрати найбільше і найменше. Це і буде 

z
D

sup  та z
D

inf . 

Приклад 7.  Знайти найбільше і найменше значення функції 

22233 22 +−−+= yxyxz  у трикутнику з вершинами  ) 0  ,0 ( O , ) 0  ,1 ( B , 

) 1  ,0 ( C . 

Розв’язання. Тут область D  –  трикутник OBC . 

1. Знайдемо критичні точки  перших похідних функції: 

, 
3

1
                026

 

 
==−=




xx

x

z
 

 
3

1
                026

 

 
==−=




yy

y

z
                  

       







 

3

1
  ;

3

1
  P  

Точка  Р  знаходиться в середині 

трикутника  ОВС. 

Обчислимо значення функції в точці Р: 

3

4
 

3

1
  ,

3

1
  )  ( =








= zPz . 

2. Знайдемо найбільше і найменше значення на стороні  ОВ  трикутника  

ОВС.  Для цього підставимо рівняння границі 0=y  в функцію z  і в результаті 

маємо функцію однієї змінної    223 2 +−= xxz . 

Критичні точки знаходимо з рівняння  0)( = xz : 

3

1
          026 ==− xx                      








 0  ;

3

1
  K   

Отже, найбільше і найменше значення на стороні  ОВ досягається або на 

кінцях відрізка, тобто в точках  О  і  В, або в точці  К. Підставляємо отримані 

координати в функцію. 

х 

D 
C 

P M 

K 
О 

B 

1 

y 

1 

Рис. 1 
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3

5
 0  ,

3

1
  )  ( =








= zKz . 

3. Знайдемо найбільше і найменше значення на стороні  ОС  трикутника  

ОВС. Для цього підставимо рівняння границі 0=x  в функцію z  і в результаті 

маємо функцію однієї змінної   223 2 +−= yyz . 

Критичні точки визначаємо з рівняння  0)( = yz : 

3

1
          026 ==− yy                      








 

3

1
  ;0  M   

3

5
 

3

1
  ,0  )  ( =








= zMz . 

4. Знайдемо найбільше і найменше значення на стороні  ВС  трикутника  

ОВС.  На ній 1=+ yx   )10(  x     і    366 2 +−= xxz . 

Критичні точки визначаємо з рівняння  0)( = xz : 

4

1
          0312 ==− xx                     








 

4

3
  ;

4

1
  D   

16

30
 

4

3
  ,

4

1
  )  ( =








= zDz . 

5. Обчислюємо значення функції в вершинах трикутника: 
2) 0  ,0 ( )  ( == zOz  

3) 0  ,1 ( )  ( == zBz  

3) 1  ,0 ( )  ( == zCz  

Отже, 3)()(sup === CzBzz
D

, а 
3

4
)(inf == Pzz

D
. 

 

Контрольні питання: 

1. Функція двох змінних. 

2. Область визначення функції двох змінних. 

3. Неперервність функціїдвох змінних. 

4. Що таке частинні похідні? 

5. Що таке мішані похідні? 

6. Як знайти екстремум функції багатьох змінних? 


