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Текст лекції 

 

1. Метод комплексних амплітуд 

Символічний метод – це зображення гармонічних функцій часу у вигляді 

комплексних амплітуд на комплексній площині (рис. 1). 

 
Рисунок 1 – Зображення комплексних чисел на комплексній площині 

 

По осі абсцис комплексної площини відкладаються дійсні (реальні) 

складові комплексних чисел. Тому цю вісь називають дійсною і позначають 

Re. Таке позначення дійсної осі пов’язане з операцією Re[...], що означає 

виділення дійсної частини комплексного виразу в дужках. 

Вісь ординат комплексної площини називають уявною, оскільки на ній 

відкладають уявні частини комплексних чисел. Позначення уявної осі 

зумовлене операцією виділення уявної частини комплексного виразу Іm[...]. 

Не слід плутати позначення уявної осі та операції виділення уявної 

частини з позначенням амплітуди струму Іт . 

Комплексні числа, що відповідають точкам або векторам на комплексній 

площині, прийнято позначати підкреслюванням. Основні терміни і позначення, 

які пов’язані з комплексними числами і застосовуються в комплексному методі 

аналізу кіл, наведені на рис. 1 і в табл. 1, а операції над комплексними числами 

– в табл. 2. Алгебра комплексних чисел ґрунтується на формулі Ейлера: 

е
]а

 = cos α + j sin α, 

де е = 2,718 – основа натуральних логарифмів; 1j    – уявна одиниця. 

Вектори, що обертаються в комплексній площині, проєкції яких 

відповідають синусоїдним струмам і напругам, називають комплексними 

миттєвими значеннями (комплексними гармоніками) і позначають 

відповідно i(t), u(t). Комплексні миттєві значення можна записати в одній з 

трьох форм запису комплексних чисел – показниковій, тригонометричній і 

алгебраїчній: 

         m i m ii t I cos t j I sin t Re i t j Im i t                . 

         m u m uu t U cos t j U sin t Re u t j Im u t                . 

Модулі комплексних гармонік дорівнюють амплітудам Іт і Um, а 

аргументи  –  повним фазам  t t     відповідних синусоїдних струмів, 

напруг. Дійсною частиною комплексних гармонік є миттєві значення в 

α 

Re 

Im 

a Acos

b Asin

А 

А 

0 

β 

В 

В 
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косинусоїдній формі запису, а уявною – миттєві значення, записані в 

синусоїдній формі. Комплексні гармоніки у виразах мають однакову частоту, 

що відповідає усталеному режиму кола із синусоїдними джерелами однакової 

частоти. 

Таблиця 1 – Форми запису і складові комплексних чисел 

Термін Аналітичний запис 

Форми подання 

комплексних 

чисел 

Алгебраїчна    A a jb Re A j Im A      

Тригонометрична A A cos j A sin     

Показникова jA A e    

Спряжене 

комплексне число 
jA a jb A e      

Складові 

комплексних 

чисел 

Дійсна частина  a Re A A cos    

Уявна частина  b Im A A sin   
 

Модуль 2 2A A a b     

Аргумент 

α  = arctg (b/a)+ пπ, n = 0, 1 значення n 

залежить від чверті, де лежить 

комплексне число 

Уявна одиниця 21 jj e    ; 2jj e   ; 2 1j     

 

Таблиця 2 – Основні операції над комплексними числами 

Операція Співвідношення 

Додавання    1 2 1 21 2A A a a j b b       

Віднімання    1 2 1 21 2A A a a j b b    
 

Множення  jj jAB Ae Be ABe
   

    
Ділення 

 
j

j

j

A Ae A
e

B BBe


 




   

Піднесення до степеня  j nn nA A e


   
Здобування кореня  j nnn A Ae


  

На рис. 2, а на комплексній площині показана комплексна гармоніка з 

тими самими параметрами, що і напруга, миттєві значення якої зображені у 

вигляді проєкцій вектора i(t), що обертається. 
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Рисунок 2 – Зображення синусоїдного струму в комплексній формі 

 

Комплексні миттєві значення в показниковій формі можна записати як 

добуток співмножників: 

   ij j t
mi t I e e

    ;           uj j t
mu t U e e

    (1) 

Перші співмножники у виразах (5.1) є амплітудами гармонік, другі – 

визначаються початковими фазами гармонік. Третій співмножник: 
j te cos t j sin t     

однаковий у кожному з виразів (5.1), визначає швидкість обертання 

векторів і називається оператором обертання. 

У момент часу t = 0 вирази (1) перетворюються на комплексні величини, 

які мають важливе значення в методах аналізу кіл синусоїдного струму і 

називаються комплексними амплітудами: 

Im 

Re 

ω 

Um 

t 

t 

0 

0 

0 

ψu 

t = 0 

     uj t
m m uu t Im U e U sin t

 
 

   
  

     uj t
m m uu t Re U e U cos t

 
 

   
  

ψu 

Re 

Im 

m uU cos

m uU sin

Im 

Im 

0 

а б 
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  0 ij
mmI i I e


  ;      0 uj

mmU u U e


  . (2) 

Комплексна амплітуда синусоїдного струму або напруги (Іт ,Uт) – це 

комплексне число, модуль якого дорівнює амплітуді (Іт ,Uт), а аргумент – 

початковій фазі (ψi, , ψu) відповідно струму, напрузі. 

На комплексній площині комплексні амплітуди є нерухомими векторами 

(рис. 2, б). 

Подання гармонічних процесів однакової частоти в комплексному вигляді 

дозволяє спростити їх алгебраїчне додавання. Для цього використовують 

згадану вище властивість комутативності векторів. Наприклад, алгебраїчне 

додавання трьох гармонічних напруг виконуватимуть так: 

       1 2 3u t u t u t u t     

     1 1 2 2 3 3m u m u m uU cos t U cos t U cos t              

1 2 3
j t j t j t

m m mRe U e Re U e Re U e             
     

  

1 2 3
j t j t j t

m m mRe U e U e U e         
 

 

 1 2 3
j t j t

m m m mRe U U U e Re U e          
   

 

   uj t
m m uRe U e U cos t ,

 
 

    
  

 

де 1 2 3
j t

mm m m mU U e U U U      – комплексна амплітуда 

результуючої напруги, яка дорівнює алгебраїчній сумі комплексних амплітуд 

напруг, що додаються. 

Отже, щоб алгебраїчно додати миттєві значення синусоїдних струмів 

(напруг), достатньо провести алгебраїчне додавання комплексних амплітуд 

цих струмів (напруг) і від здобутої комплексної амплітуди перейти до 

миттєвого значення. 

На рис. 3, а показані вектори, які відповідають комплексним амплітудам 

трьох напруг, що додаються у наведеному вище прикладі, і результат 

алгебраїчного підсумовування комплексних амплітуд (рис. 3, б). Результуючий 

вектор Um (рис. 3, б) замикає ламану лінію, утворену векторами, що алгеб-

раїчно додаються за їх паралельного перенесення. 
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Рисунок 3 – Принцип побудови векторної діаграми 

 

Приклад 1. Записати комплексне миттєве значення, комплексну 

амплітуду і комплексне діюче значення напруги: 

  9 3
5 10

4
u t cos t

 
   

 
 В. 

Розв’язання. Використовуючи визначення, запишемо комплексне 

миттєве значення, комплексну амплітуду і комплексне діюче значення цієї 

напруги у вигляді: 

 

9 3
10

45
j t

u t e

 
 

   В; 

3

4 3 3 5 5
5 5 5

4 4 2 2

j

mU e cos j sin j


 

 
 
     

             
   

 В; 

3

45 5 3 5 3
2 5 2 5

4 42 2 2

j

mU e cos j sin , j ,


 

 
 
     

             
   

 В. 

Комплексний опір — де відношення комплексних амплітуд (або 

комплексних діючих значень) напруги і струму: 

 
 U

U I

I

j
jm

j
m

U U U e U
Z e .

I I II e


 




    


 (5.3) 

У показниковій формі комплексний опір має вигляд: 
jZ Z e .    

де m

m

U U
Z

I I
   – модуль комплексного опору, котрий називають повним 

опором; u i     – аргумент комплексного опору. 

У показниковій формі комплексний опір має вигляд: 

Z R jX .   

Таблиця 3 – Елементи R, L, C у колі синусоїдального струму 

Re 

Im 

Um1 

0 

–Um2 

Um 
Re 

Im 
Um1 

0 

Um2 

Um3 

Um3 

Um = Um1 – Um2 + Um3 

= 
а б 
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Елемент jZ Z e .   Z Z  u i     

R R R 0 

L 2
j

Lj L jX L e



     LX L  
2


 

C 2
1 1 1 j

Cj jX e
j C C C



  


       

1
CX

C
  

2


  

 

Величину, обернену комплексному опору, називають комплексною 

провідністю: 

 
1 m

m

I I
Y .

Z U U
    (4) 

Приклад 2. Знайти опір кола, зображеного на рис. 5.4, якщо R = R1= 

= R2 = R3= R4 = XC = 2 Ом. 
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Рисунок 4 

 

Розв’язання. Знайдемо загальний опір кола Z. 
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Підставимо числові значення: 
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Подамо в показниковій формі запису: 
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2. Частотні характеристики електричних кіл 

Відношення комплексних вихідної величини (реакції) до вхідної (дії) 

мають назву передавальної функції кола: 
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 Тобто в показниковій формі запису: 

     j
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де  
 
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вих

вх

А
H

А





  – відношення модулів вихідної до вхідної величини – 

амплітудно-частотна характеристика (АЧХ) кола; 

     вих вх        – фазо-частотна характеристика (ФЧХ) кола. 

 Якщо вихідна та вхідна величини є напругами, то отримаємо 

передавальну функцію кола за напругою:   2

1
u

U
H j

U
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 Також розрізняють передавальні функції кола за струмом   2
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передатний опір   2
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  та передатну провідність   2
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