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Текст лекції 

 

1. Розрахунки кіл методом комплексних амплітуд під дією 

періодичних сигналів 

Періодичну негармонічну функцію f(t) можна зобразити у вигляді суми 

гармонічних коливань за допомогою ряду Фур’є: 

        






1

110

k

kk tksinbtkcosaAtf , (2.1) 

де ω1= 2π f1= 2π/T – частота першої гармоніки; 

Т – період сиґналу f(t); 

А0, ak, bk – коефіцієнти ряду Фур’є: 

   

T

dttf
T

A

0

0

1
; (2.2) 

      

T

k dttkcostf
T

a

0

1

2
; (2.3) 

      

T

k dttksintf
T

b

0

1

2
. (2.4) 

У спектральній області функція визначається своїми частотними 

характеристиками: амплітудною (АЧХ) та фазовою (ФЧХ). 

Амплітуди Сk, та фази Θk гармонік визначають через коефіцієнти ряду: 

  00 АС  ,  kkk baС  ,  
k

k
k

a

b
arctg . (2.5) 

Розрахунки доцільно виконувати за таким алгоритмом. 

1. Розкласти напругу ui(t) в ряд Фур’є, користуючись відповідними 

таблицями, наведеними у літературі. Якщо задана функція відрізняється від 

стандартної, необхідно у розклад стандартної функції додати постійну 

складову (якщо вона є у заданої функції) та прийняти до уваги наявність зсуву 

у часі заданої функції відносно стандартної. Урахування кута зсуву здійснюють 

заміною у формулах розкладу змінної (ωt) на змінну (ωt ± Δα), де Δα – 

визначений у радіанах кут зсуву з відповідним знаком. Наприклад, якщо задана 

функція запізнюється відносно стандартної на π/2, змінна має вигляд [ωt – π/2]. 

2. Позначивши опір елементів схеми в загальному вигляді як RН, jXLk та 

jХCk, вивести формулу для комплексної амплітуди k-ї гармоніки напруги на 

навантаженні U2mk через комплексну амплітуду тієї самої гармоніки вхідної 

напруги U1mk. 

3. Записати миттєве значення напруги на навантаженні у вигляді ряду 

Фур’є. 

4. Побудувати лінійчасті спектри амплітуд і фаз вхідної і вихідної напруг. 

Приклад 1. Для чотириполюсника, зображеного на рис. 7.1, б, дією є 

вхідний сигнал, зображений на рис. 7.1, а. 
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π

2
π 3π

2
2π ωt

Uвх(t)
1

0

-1

   

RН
СUвх(t) 

L

Uвих(t) 

 

а)                                                               б) 

Рисунок 1 

 

Схожа трикутна таблична функція має вигляд, зображений на рис. 2.  

π

2
π 3π

2
2π ωt

f(t)

am

0

 

Рисунок 2 

 

Розкладання до ряду Фур’є табличної функції: 

  1 1 1 12 2

4 1 1 1
cos cos3 cos25 ... cos

2 9 25

m ma a
f t t t t n t

n
    



 
      

 
. 

Необхідно визначити величини зсувів табличної функції, щоб отримати 

задану функцію за нерухомих осей ординат. 

Табличну функцію необхідно змістити вниз на am/2 та вліво на π/2. 

Відповідні зміни враховують так: 

 
2 2

ma
u t f t



 

   
 

. 

Загальний розмах функції  u t  від –1 до +1 дорівнює 2, а табличної 

функції  f t  дорівнює am. Тобто маємо відповідність: am = 2. 

Отже, розкладання до ряду Фур’є заданої функції: 
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  1 1 12

4 1 1
cos cos3 cos5

2 2 9 2 25 2 2

m m m

вх

a a a
u t t t t

  
  



      
             

      
. 

Перетворимо вираз: 

  1 1 12 2 2

4 4 3 4 5
cos cos 3 cos 5

2 9 2 25 2

m m m

вх

a a a
u t t t t

  
  

  

     
           

     
. 

Зробимо всі складові ряду додатними за допомогою виразу: 

 cos cos      та врахуємо, що am = 2. 

  1 1 12 2 2

8 8 3 8 5
cos cos 3 cos 5

2 9 2 25 2вх
u t t t t

  
     

  

     
             

     

; 

  1 1 1

3
0,81 cos 0,09 cos 3 0,03 cos 5

2 2 2вх
u t t t t

  
  
     

             
     

. 

Отже, комплексні амплітуди гармонічних складових спектра вхідного 

сигналу: 

2

1
0,81

j

вхU е




  , 2

3
0,09

j

вхU е


  , 
3

2

5
0,03

j

вхU е


  . 

Частотні характеристики вхідного сигналу залежно від номера гармоніки k 

зображені на рис. 3. 

 Знайдемо загальний опір кола, зображеного на рис. 4. 

11

1 11

HH

C H H
L

C H H
H H

R j CR
j CZ R Rj C

Z Z j L j L j L
Z R j CR

R R j C
j C j C




  



 

 
 
         

  
  

 

     
2 2

1

1 1 1

H H H H H H

H H H

j L j CR R j L j LCR R R LCR j L

j CR j CR j CR

     

  

     
  

  
. 

 

         
Рисунок 3 – АЧХ та ФЧХ вхідного сигналу 

 

0 2 4 6 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

1 Uвх k 

k 

1 3 5 0 2 4 6 

2  

2 

4 

6 

k 

φвх k 

–π/2 

π/2 

3π/2 

5 3 1 
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RН
С

I 

Uвих Uвх 

L

   

ZCR

I 

Uвих 

ZL

I 

Uвх 

 
Рисунок 4 – Вихідна та перетворена ланки 

 

Знайдемо вихідну напругу: 

1

1 1

H

C вх вхH H
CRвих

C H H
H

R
Z R U U Rj C

U I Z I
Z R Z Z j CR

R
j C







        
 



 

   
2 2

1

1

вх H H
вх

HH H H H

H

U R R
U

j CRR LCR j L R LCR j L

j CR

   



  
   



. 

Перейдемо до дискретних частот: 1

2
k k

T


   . 

 
2

1 1

H
вих k вх k

H H

R
U U

R k LCR jk L 


 
. 

Запишемо вираз у показниковій формі запису: 

      
1

2

1

2
2 2

1 1

вх k

H H

j

вх k H

вих k
k L

j arctg
R k LCR

H H

U e R
U

R k LCR k L e






 

 
 
  

 


  

, 

    

 
1

2

1

2
2 2

1 1

вх k

H H

k L
j arctg

R k LCRвх k H

вих k

H H

U R
U e

R k LCR k L






 

  
  

    


 

 

. 

L = 1 мГн = 10
–3

 Гн, 

С = 20 мкФ = 2·10
–5

 Ф, 

Т = 1 мс, 

R = 100 Ом, 

3 3

1 3

2 2
2 10 6,28 10

10Т

 
 


         с

-1
. 
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    

 

3 3

2
3 3 5

2
2 2

3 3 5 3 3

6,2810 10

100 6,2810 10 210 100

100

100 6,28 10 10 2 10 100 6,28 10 10

.

вх k

вх k

вих k

k
j arctg

k

U
U

k k

e




 

  

  
    

  
       
  


 

         



 

   

2

6,28

100 78,96

2 22

100

100 78,96 6,28

вх k

k
j arctg

kвх k

вих k

U
U e

k k


  

      


 

   

. 

Знайдемо гармоніки вихідного сигналу: 

1k  :  

   

2

16,28

2 100 1 78,96 1,57

1
2 22

0,81 100
0,81

100 1 78,96 1 6,28

j arctg
j

вихU e е

  
         


   

   

 В. 

3k  :  

   

2

3 6,28

2 100 3 78,96 1,28

3
2 22

0,09 100
0,41

100 3 78,96 3 6,28

j arctg
j

вихU e е

  
       


   

   

 В. 

5k  :  

   

2

3 5 6,28

2 100 5 78,96 4,77

5
2 22

0,03 100
0,01

100 5 78,96 5 6,28

j arctg
j

вихU e е

  
       


   

   

 В. 

Частотні характеристики вихідного сигналу залежно від номера гармоніки 

k зображені на рис. 5. 

         
Рисунок 5 – АЧХ та ФЧХ вхідного сигналу 

 

2. Спектральний аналіз неперіодичних сигналів 

Пряме перетворення Фур’є: 

 
Функція Х(jω) – комплексна і може бути подана у вигляді модуля Х(ω) і 

аргумента φ(ω): 

 
Модуль Х(ω) відображає спектральну густину амплітуд (СГА), а аргумент 

φ(ω) – спектральну густину фаз (СГФ). На відміну від спектрів періодичних 

0 2 4 6 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

1 Uвих k 

k 

1 3 5 
0 2 4 6 

2  

2 

4 

6 

k 

φвих k 

–1,57 

1,28 
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коливань, які є дискретними за частотою, спектри неперіодичних коливань 

суцільні. 

Приклад 2. Розрахувати спектральну густину U(jω) П-подібного 

відеоімпульсу, що зображено на рис. 8.1, а і записаного виразом: 

 
Виділити СГА та СГФ, побудувати їхні графіки. 

Розв’язання 

Використавши формулу ППФ, розрахуємо спектральну густину імпульсу: 

 

 

де  – спектральна густина амплітуд, 

 – спектральна густина фаз. 

Якщо записати, що   2f , то 

 

 
На рис. 6, б зображено графік U(f) – спектр амплітуд П-подібного 

відеоімпульсу, на рис. 6, в зображено графік φ(f) – спектр фаз цього 

самого імпульсу. 

 
Рисунок 6 – Прямокутний відеоімпульс (а), спектр амплітуд (б), спектр фаз 

(в) 

 

Приклад 3. Розрахувати спектральну густину U(jω) трикутного 

відеоімпульсу рис. 7, а. Побудувати графіки СГА та СГФ. 

Розв’язання 

Аналітичний вираз трикутного імпульсу можна записати так: 
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
Спектральна густина імпульсу:

 
У результаті розрахунків отримаємо: 

 
Спектральна густина фаз φ(ω) = 0. 

 
Рисунок 7 – Трикутний відеоімпульс (а), спектр амплітуд (б) 

 
 


